Pocdetni ¢ast 1 - 17.6.2021

1. Jedna se o rovnici v separovanych proménnych y' = f(z)g(y), kde f(z) =
V1 + 2% a g(y) = /y. Potom

(a) Df =R.
(b) Do\ M =R\ {0}, M :={y: g(y) = 0}. Polozme J; = (—00,0), Jo =

(0, +00).
(c) Staciondrni feSeni je y = 0.
(d)
1 P
F(x) = /xvl—i—x?dx = §(1+$2)% +c, ceR,
dy 3 2
G(y) = o7 S y # 0.
Obor hodnot G na J; i J; je (0,400).

(e) Pro J=J; ac€ R mame
{reR: F(x)+ceG(J;) =(0,4+0)} =

1
R, ¢ > -3

(—oo,—\/ V9c2 — 1) U ( V9c2 — 1,—1—00), c< —%,

jelikoz %(1 + xQ)% +c¢>0proc> —%,x € R; zatimco pro ¢ < —% plati

1
(I+2)2+c>0 22> (=30)5 — 1 |z| > V02 — 1.

3
Reseni je tedy

W) =6 (F @)+ ) =S+t + 2e)

Pro J = J; a c € R je vypocet zcela analogicky. Dostaneme teseni

3
2 2
+ gC)

Nlw

W) =6 (F () + o) = (S

na stejném definiénim oboru jako vyse.
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(f) Maximélni FeSeni jsou tvaru

9 3
v =(F+ai2e) rer ez,
y(r) =0, r € R,
(Oa '.'ES 3962—1,
y(x) = 2 N3 | 2 2 3 1
| s(1+2%)2+ 3], > 92 -1, ¢ < —3,
(
y(z) = :I:(%(l—l—xQ); +§c) < —VVIt—1, c< —%,
L 0; z > —V V92 —1,
( 3
:I:(%(1+x2)2+201) , < —y\//93 — 1, cl<—%,
y(z) =4 0; T € [—\/3 9c? — 1,\/\3/905 — 1],
3
2
i(%(l +2?)2 + 202) , x>/ V93 -1, e < —3,
\

kde jsme pouzili lemma o nalepovani feseni. V posledni moznosti jsou
znaménka na sobé zcela nezavisla.

(g) Pro poéateéni podminku y(v/3) = 1 dostaneme rovnost

Tudiz maximalni feSeni splhujici pocatecni podminku je napriklad

0; 0<z< V4T -1,

i<§(1+x2)§_g>, x> VAT -1,

(S

y(r) =



2. Mame
sin (m(n + 1)) = sin(nt + 7/n) = sin(x/n) cos(nm) = (—1)" sin(7/n).
Tudiz

sin (7251)

In“n

_ sin(m/n) ~ T/n

, N — +00.

In“n  In%n

Posloupnost {n1n®n}> je pro a pevné od jistého indexu rostouci, nebot
(zln*z) =In®2z —aln® 'z =0h*'z(nz —a) >0
pro x > e®. Z integralniho kritéria vidime, Ze

= 1 T dx 0 dy
Y <+oe = — < 4o00.
nln®n s  rhn%x 1 Yo

n=2 n2

Posledni integral konverguje pravé tehdy, kdyz a > 1. Tedy rada konverguje
absolutné pro o > 1 a jinak nekonverguje absolutné.

Zbyva rozhodnout o konvergenci rady. Plati sin(%) ==+ O(n=3), n — +oo.
Tudiz

+o0 . +oo +o0
(—=1)" sm(%) B I
; In“n —;(_1) nlnan+;an’

kde fada uplné napravo je absolutné konvergentni pro kazdé o € R. Uz vime, ze
posloupnost { lan 29 je klesajici od jistého indexu s limitou nula pro kazdé

n In

a € R. Z Leibnizova kritéria tedy plyne konvergence fady
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Tudiz fada konverguje pro kazdé o € R.



