
Poèetní èást 1 - 17.6.2021

1. Jedná se o rovnici v separovaných promìnných y′ = f(x)g(y), kde f(x) =
x
√
1 + x2 a g(y) = 3

√
y. Potom

(a) Df = R.
(b) Dg \M = R \ {0}, M := {y : g(y) = 0}. Polo¾me J1 = (−∞, 0), J2 =

(0,+∞).

(c) Stacionární øe¹ení je y = 0.

(d)

F (x) =

∫
x
√
1 + x2 dx =

1

3
(1 + x2)

3
2 + c, c ∈ R,

G(y) =

∫
dy
3
√
y
=

3

2
y

2
3 , y 6= 0.

Obor hodnot G na J1 i J2 je (0,+∞).

(e) Pro J = J1 a c ∈ R máme

{x ∈ R : F (x) + c ∈ G(J1) = (0,+∞)} =R, c > −1
3
,(

−∞,−
√

3
√
9c2 − 1

)
∪
(√

3
√
9c2 − 1,+∞

)
, c ≤ −1

3
,

jeliko¾ 1
3
(1 + x2)

3
2 + c > 0 pro c > −1

3
, x ∈ R; zatímco pro c ≤ −1

3
platí

1

3
(1 + x2)

3
2 + c > 0⇔ x2 > (−3c)

2
3 − 1⇔ |x| >

√
3
√
9c2 − 1.

Øe¹ení je tedy

y(x) = G−1(F (x) + c) = −
(
2

9
(1 + x2)

3
2 +

2

3
c

) 3
2

.

Pro J = J2 a c ∈ R je výpoèet zcela analogický. Dostaneme øe¹ení

y(x) = G−1(F (x) + c) =

(
2

9
(1 + x2)

3
2 +

2

3
c

) 3
2

na stejném de�nièním oboru jako vý¹e.
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(f) Maximální øe¹ení jsou tvaru

y(x) = ±
(
2

9
(1 + x2)

3
2 +

2

3
c

) 3
2

, x ∈ R, c ≥ −1

3
,

y(x) = 0, x ∈ R,

y(x) =


0; x ≤

√
3
√
9c2 − 1,

±
(

2
9
(1 + x2)

3
2 + 2

3
c

) 3
2

, x >
√

3
√
9c2 − 1, c < −1

3
,

y(x) =

±
(

2
9
(1 + x2)

3
2 + 2

3
c

) 3
2

, x < −
√

3
√
9c2 − 1, c < −1

3
,

0; x ≥ −
√

3
√
9c2 − 1,

y(x) =


±
(

2
9
(1 + x2)

3
2 + 2

3
c1

) 3
2

, x < −
√

3
√

9c21 − 1, c1 < −1
3
,

0; x ∈ [−
√

3
√

9c21 − 1,
√

3
√

9c22 − 1],

±
(

2
9
(1 + x2)

3
2 + 2

3
c2

) 3
2

, x >
√

3
√

9c22 − 1, c2 < −1
3
,

kde jsme pou¾ili lemma o nalepování øe¹ení. V poslední mo¾nosti jsou
znaménka na sobì zcela nezávislá.

(g) Pro poèáteèní podmínku y(
√
3) = 1 dostaneme rovnost(

2

9
(1 + (

√
3)2)

3
2 +

2

3
c

) 3
2

= 1

2

9
8 +

2

3
c = 1

c = −7

6
.

Tudí¾ maximální øe¹ení splòující poèáteèní podmínku je napøíklad

y(x) =


0; 0 < x ≤

√
3
√
4.72 − 1,

±
(

2
9
(1 + x2)

3
2 − 7

9

) 3
2

, x >
√

3
√
4.72 − 1.
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2. Máme

sin
(
π(n+ 1

n
)
)
= sin(nπ + π/n) = sin(π/n) cos(nπ) = (−1)n sin(π/n).

Tudí¾ ∣∣∣∣sin
(
π n

2+1
n

)
lnα n

∣∣∣∣ = sin(π/n)

lnα n
∼=

π/n

lnα n
, n→ +∞.

Posloupnost {n lnα n}+∞n=1 je pro α pevné od jistého indexu rostoucí, nebo»

(x lnα x)′ = lnα x− α lnα−1 x = lnα−1 x(lnx− α) > 0

pro x > eα. Z integrálního kritéria vidíme, ¾e

+∞∑
n=2

1

n lnα n
< +∞⇔

∫ +∞

2

dx

x lnα x
=

∫ +∞

ln 2

dy

yα
< +∞.

Poslední integrál konverguje právì tehdy, kdy¾ α > 1. Tedy øada konverguje
absolutnì pro α > 1 a jinak nekonverguje absolutnì.

Zbývá rozhodnout o konvergenci øady. Platí sin
(
π
n

)
= π

n
+ O(n−3), n → +∞.

Tudí¾
+∞∑
n=2

(−1)n sin
(
π
n

)
lnα n

=
+∞∑
n=2

(−1)n π

n lnα n
+

+∞∑
n=2

an,

kde øada úplnì napravo je absolutnì konvergentní pro ka¾dé α ∈ R. U¾ víme, ¾e
posloupnost { 1

n lnα n
}+∞n=1 je klesající od jistého indexu s limitou nula pro ka¾dé

α ∈ R. Z Leibnizova kritéria tedy plyne konvergence øady

+∞∑
n=2

(−1)n

n lnα n
.

Tudí¾ øada konverguje pro ka¾dé α ∈ R.
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